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Resume 

On montre que toute dg-algebre propre et lisse (sur un anneau de base k) est determinee 
a quasi-isomorphisme pres par sa ^„-algebre sous-jacente pour un certain n. De meme, 
tout morphisme entre dg-algebres propres et lisses est determine a homotopie pres par le 
morphisme induit sur les ^„-algebres sous-jacentes. On demontre de plus que si k est local 
alors rentier n peut etre choisi uniformement pour toutes les dg-algebres propres et lisses 
dont deux invariants numeriques (le type et la dimension cohomologique) sont bornes. 
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1 Introduction 



Soit k un anneau commutatif. Une fc-dg-algebre (associative et unitaire) B peut aussi etre 
consideree comme une ^^-algebre (pour laquelle Hi = pour i > 2, voir par exemple |KeH ILefl 
IMaj ) . L'objectif de cet article est d'etudier sous quelles conditions sur B existe-t-il un entier n tel 
que B soit determinee a quasi-isomorphisme pres par sa ^„-algebre sous-jacente. Les resultats 
principaux de ce travail affirmentque cela est toujours le cas lorsque la dg-algebre B est propre 
et lisse, c'est a dire lorsque B est parfait comme complexe de /c-modules et aussi comme un 
bi-i?-dg-module (voir \Ke2\ [Ko-Soj ITo-Valj ). Plus precisemment, notre prermier resultat est le 
theoreme suivant. 

Theoreme 1.1 (voir Cor. \2.11\ et Cor. Soit B et B' deux k-dg-algebres propres et lisses 
sur k, et pour un entier m notons i*jn{B) et i*^{B') les Am-algebres sous-jacentes. Alors il existe 
un entier n verifiant les conditions suivantes. 

1. Si in{B) et in{B') sont quasi-isomorphes comme An-algehres, alors B et B' sont quasi- 
isomorphes comme dg-algebres. 

2. L 'application 

[B,B']^K{B),i:{B')] 

de I'ensemble des morphismes dans la categoric homotopique des dg-algebres vers Vensemble 
des morphismes dans la categoric homotopique des An-algebres est injective. 

Les resultats que nous demontrons sont en realite plus precis que I'enonce precedent, car ils 
affirment que les morphismes naturels sur les espaces de morphimes et les espaces d 'equivalences 

Map{B,B') Map{il{B),il{B')) 

Map''>{B,B') Map''i{i*^{B),il{B')), 

possede des retractions a homotopie pres. 

Le theoreme 11.11 est une intepretation du fait que les dg-algebres propres et lisses sont deter- 
minees par leurs ^„-algebres sous-jacentes (pour un n qui varie avec les dg-algebres considerees) . 
C'est pour cette propriete remarquable que nous utilisons I'expression finitude homotopique qui 
apparait dans notre titre. 

Le second resultat de ce travail precise que I'entier n peut etre choisit uniformement pour 
toutes les dg-algebres propres et lisses dont deux invariants numeriques, que nous appelons le 
type et la dimension cohomologique, sont bornes. Un type est une application a support fini 
u : TL — > N. Une /c-dg-algebre B qui est propre est alors de type v si pour tout morphisme 
k — > K avec K un corps, on a pour tout i G Z 

DimxH^B (g)^ K) < v{i). 

Pour une A:-dg-algebre lisse i?, nous introduisons un second invariant d G N, appele la dimension 
cohomologique, qui mesure d'une certaine fagon la longueur d'une resolution libre de B comme 
un bi--B-dg-module (on renvoie a la definition 1 2 . 6 1 p our les details sur cette notion). Notre second 
theoreme s'ennonce alors comme suit. 
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Theoreme 1.2 (voir Cor. \4-^ Supposons que k soit un anneau local. Alors, pour tout type v 
et tout entier d, il existe un entier n{v, d) tel que pour toutes k-dg-algebres B et B' de type v et 
de dimension cohomologique inferieure d d on ait les deux proprietes suivantes. 

1. Si in{B) et in{B') sont quasi-isomorphes comme An-algebres, alors B et B' sont quasi- 
isomorphes comme dg-algebres. 

2. L 'application 

[B,B']^K{B)X{B')] 

est injective. 

Tout comme le theoreme 11.11 nous demontrerons en realite un enonce plus precis portant sur 
les espaces de morphismes et les espaces d'equivalences. De plus, lorsque k n'est plus local nous 
montrons que le theoreme 11.21 reste valable localement pour la topologie de Zariski sur Spec k 
(voir Thm. 14. ID . Enfin, la preuve que nous donnons du theoreme 11.21 montre que I'entier n{v,d) 
ne depend que du couple {v^d) et non pas de I'anneau k (voir Thm. 14. 7p . 

Avant de donner quelques idees des preuves des theoremes 11.11 et 11.21 mentionons le corol- 
laire suivant. Pour cela, on rappelle qu'une >loo-algebre B sur un corps k est minimale si la 
difFerentielle de son complexe sous-jacent est nulle (voir [KeltlLe^ ). On montre alors (voir [Lef j ) 
que deux ^oo-algebres minimales sont isomorphes dans Ho{k — Aoo — dig) si et seulement si 
elles sont >loo-isomorphes (i.e. isomorphes dans une certaine categoric de ^oo-algebres et ^oo- 
morphismes). On deduit alors du theoreme ll.2l le corollaire suivant, qui est une autre incarnation 
plus concrete de la propriete de finitude homotopique. 

Corollaire 1.3 Pour tout type v et tout entier d > il existe un entier n[u,d) qui possede 
la propriete suivante. Pour tout corps k, si {^i}i>2 et {/i^}i>2 sont deux structures de Aoo- 
algebres (sur k) sur un mime complexe d differentielle nulle fixe V, telles que les Aoo-algebres 
correspondantes B et B' soient propres et lisses, et si /Uj = ii[ pour tout i < n{v,d), alors B et 
B' sont Aoo-isomorphes (i.e. les structures {/ij}j>2 et {/u^}i>2 sont Aoo-conjuguees) . 

Un mot des preuves et des techniques utilisees pour demontrer les theoremes 11.11 et 11.21 
Ces deux resultats utilisent de fagon essentielle le fait qu'une dg-algebre propre et lisse B est 
homotopiquement de presentation finie c'est a dire que Map{B, — ) commute a equivalence pres 
avec les colimites filtrantes. Ce dernier fait se demontre a I'aide de la theorie homotopique des 
dg-categories, et une preuve se trouve dans [To-Valj . Le fait que les dg-algebres propres et lisses 
soient homotopiquement de presentation finie implique presque immediatement le point (2) du 
theoreme 11.11 En effet, si on note {in)\ I'adjoint a gauche du foncteur qui a une dg-algebre 
associe sa .4„-algebre sous-jacente, et L,{in)\ son foncteur derive a gauche, on montre que Ton a 
(voir Prop. \Z9\i 

Hocolimnh{in)\i*XB) ~ B. 

Ainsi, si B est homotopiquement de presentation finie, il existe un entier n tel que le morphisme 
naturel L(i„)!i* (i?) — > B possede une section a homotopie pres, car I'identite de B se factorise 
alors par un des L(i„)!Z* (5). Ceci implique alors que 

[B,B'\ K(i?),i;(S')] ^ [HinWn{B).B'] 
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possede une retraction. Nous n'avons pas trouve de preuve aussi directe pour le point (1) du 
theoreme 11.11 La preuve que nous en donnons utilise des techniques elementaires de geometrie 
algebrique au-dessus des spectres, encore appelee nouvelle geometrie algehrique corageuse (voir 
[HAGIH ITo-Va2j ) . Le point cle est ici de remarquer que pour deux dg-algebres propres et 
lisses B et B' le foncteur Eq{B,B') des equivalences entre B et B' , defini sur la categorie des 
anneaux en spectres commutatifs, en representable (i.e. est un schema affine au-dessus de la 
categorie des spectres, voir Lem. 14. 4p . Ceci est un fait remarquable de la geometrie algebrique 
au-dessus des spectres, car ce foncteur restreint aux anneaux commutatifs usuels n'est en general 
pas repesentable par un schema affine (sauf si B et B' sont cohomologiquement concentrees en 
degre 0). De plus, comme B est homotopiquement de presentation finie le foncteur Eq{B,B') 
est encore homotopiquement de presentation finie, ce qui implique que I'anneau en spectres 
commutatif qui le represente est lui aussi homotopiquement de presentation finie. On montre 
alors de meme que le foncteur Eqn{B, B') des equivalences entre les ^^-algebres iJi(-B) et in{B') 
est representable par un anneau en spectres commutatifs. Enfin, comme nous I'avons deja vu 
plus haut on a Eq{B, B') ~ HolimnEqn{B, B'), et le caractere de presentation finie de Eq{B, B') 
implique qu'il existe un entier n tel que Eq{B,B') — > Eqn{B, B') possede une retraction. 

Le theoreme 11.21 quand a lui se deduit du theoreme 1 1.1 l et d'une propriete de quasi-compacite 
du foncteur des classes d'equivalences /c-dg-algebres propres, lisses de type u et de dimension 
cohomologique inferieure a d. En effet, nous montrons (voir Thm. 13. 8p I'existence d'une k- 
algebre commutative et d'une ^o-dg-algebre Bq propre, lisse de type et de dimension 
cohomologique inferieure a d, telle que pour toute A;-dg-algebre B propre, lisse de type v et de 
dimension cohomologique inferieure a d il existe des elements fi, . . . , fm G k avec ^ /j = 1, et 
des morphismes — ^ ^[/i"^] pour tout i on ait 

^0 ®X>'if^'']^B®kk[fr\ 

dans la categorie homotopique des -dg-algebres. En d'autre termes, le schema affine 

SpecAo domine, au sens de la topologie de Zariski, le foncteur des classes d'equivalences de dg- 
algebres propres, lisses de type v et de dimension cohomologique d. Le theoreme 11.11 applique aux 
^oiXifc^o-dg-algebres Bo^\^ (Ao<Xifc^o) et {AQ^kAo)^\^Bo implique facilement le theoreme II .21 

Pour terminer cette introduction, signalons que les resultats de ce travail peuvent, et prob- 
ablement doivent, etre consideres dans le contexte des champs algebriques superieurs et meme 
derives (voir par exemple |Tolj ). On pent en effet esperer que le champ des dg-algebres propres 
et lisses est un D~ -champ localement geometrique et localement de presentation fini au sens 
de |To-Val] . c'est a dire une reunion croissante de n-champs d'Artin (au sens derive) de type 
fini. De plus, notre caracterisation des families quasi-compactes de dg-algebres propres et lisses 
laisse penser que le sous-champ des dg-algebres dont le type et la dimension cohomologique sont 
bornes est un champ d'Artin de type fini. Une approche naturelle pour demontrer le caractere 
algebrique du champ des dg-algebres propres et lisses et d'appliquer le critere d'Artin, etendu 
par J. Lurie au cadre derive. Cependant, la verification des conditions de ce critere ne parrait 
pas totalement evidente. Par exemple, montrer que ce champ est localement de presentation 
finie ne semble immediat (voir le papier compagon |To2] pour une preuve de ce fait). II en est 
de meme de I'algebrisation des deformations formelles. La question du caractere algebrique du 
champ des dg-algebres propres et lisses reste done ouverte, et c'est pour cette raison que le point 
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de vue des champs n'a pas ete adopte dans ce travail. 

En effet, les theoremes 11.11 et 11.21 sont des consequences du fait que le champ des dg- 

Remerciements: Je tiens a remercier D. Kaledin et T. Pantev pour des discussions sur les 
proprietes de finitudes des dg-algebres propres et lisses qui ont inspirees les resultats de ce travail. 

Conventions et notations: Nous nous excusons de negliger les considerations d'univers, 
et nous laissons le soins au lecteur de fixer des univers lorsque cela s'avere necessaire. 

Notre reference pour les categories de modeles est |Hoj . Pour une categorie de modeles 
M nous notons Ho{M) sa categorie homotopique, et [— ,— ] I'ensemble des morphismes dans 
Ho{M). Pour deux objets x ei y dans M nous notons MapM{x,y), ou bien Map{x,y) si le 
contexte est clair, I'ensemble simplicial des morphismes tel que defini dans |Hol §5]. L'objet 
Map{x,y) sera souvent considere directement dans Ho{SEns). Nous noterons Map^'^{x,y) le 
sous-ensemble simplicial de Map{x, y) qui est la reunion des composantes connexes correspon- 
dant aux equivalences entre x et y. Enfin, les produits fibres homotopiques seront note x x^y. 

Tons les monoides consideres dans ce travail seront associatifs et unitaires (ainsi, tous nos 
anneaux seront associatifs et unitaires). De meme, tous les modules sur un monoide seront 
unitaires (ainsi, tous nos modules sur un anneau seront unitaires). Nous mettons en garde le 
lecteur que pour un anneau B la notation B—Mod fait reference a la categorie des B-dg-modules, 
et done des complexes de i?-modules, et non pas a la categorie des i?-modules au sens usuels 
(cette derniere ne sera pas notee). 

Pour un anneau commutatif k on note C{k) la categorie des complexes non bornes de k- 
modules. On la munit de sa structure de modeles projectives pour laquelle les equivalences sont 
les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les epimorphismes. 

2 Dg-algebres 

Pour tout ce premier chapitre nous fixons un anneau commutatif k. 

Commencons par rappeler que la categorie des /c-dg-algebres est par definition la categorie des 
monoides associatifs et unitaires dans la categorie monoidale C{k) des complexes de A:-modules 
(non bornes). Elle sera notee k — dg — alg. 

2.1 La theorie homotopique des dg-algebres 

On munit la categorie k — dg — alg de la structure de categorie de modeles pour laquelle les 
fibrations sont les epimorphismes et le equivalences sont les quasi-isomorphismes. L 'existence 
de cette structure de modeles se deduit des theoremes generaux de |S-S] appliques a la categorie 
de modeles monoidales C{k) des complexes de /c-modules. 

On donne ci-dessous quelques proprietes de la categorie de modeles des /c-dg-algebres. Elles 
seront utilisees de fagon implicite par la suite. 
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La categorie de modeles k — dg — alg est engendree par cofibration. Pour ensembles 
generateurs de cofibrations et de cofibrations triviales on pent prendre I'image de ceux de 
la categorie de modeles C{k) par le foncteur " fe-dg-algebre libre" C{k) — > k — dg — alg. 

Le foncteur d'oubli 

k — dg — alg — > C{k) 

preserve les cofibrations (voir [S-SJ )- En particulier, une /c-dg-algebre cofibrante est aussi 
cofibrante comme complexe de /c-modules, et en particulier est un complexe de /c-modules 
projectifs sur k. 

Pour un morphisme d'anneaux commutatifs u : k — > k' on dispose d'une adjonction de 
Quillen 

— (Xifc k' : k — dg — alg ^ k' — dg — alg : f, 
oil I'adjoint a droite / est le foncteur d'oubli. L'adjonction derivee sera notee 

- /c' : Ho{k -dg - alg) ^ Ho{k' - dg - alg) : f, 

et en general nous omettrons de noter le foncteur /. 

La categorie de modeles k — dg — cat est compactement engendree au sens de |To-Val) . En 
particulier, les objets homotopiquement de presentation finie sont exactement les objets 
equivalents aux retractes d'objets cellulaires finis. De fagon plus precise, pour tout entier n 
notons Sk{n) la A;-dg-algebre libre engendree par un element x en degre —n avec d{x) = 0, 
et Dk{n) la fe-dg-algebre libre engendree par un element a en degre — n — 1 et un element 
(5 en degre —n avec d{a) = (3. On dispose d'un morphisme naturel Sk{n) — > Dk{n + 1) 
qui envoie x sur (3. On note / I'ensemble de ces morphismes Sk{n) — Dk{n + 1) pour 
n € qui est un ensemble generateur de cofibrations pour k — dg — alg. 

Un objet B £ k — dg — Akg est J-cellulaire fini s'il existe une suite finie de diagrammes 
cocartesiens dans k — dg — alg 

Bi ^ Bi+i 

Sk{ni) ^Dk{ni + 1), 

avec Br = B pour un certain r,etBQ = k. 

Un objet B est homotopiquement de presentation finie si pour tout systeme inductif filtrant 
d'objets (Ca)dans k — dg — alg le morphisme naturel 

ColimaMap{B,ColimaCa) — > Map{B ,ColimaCa) 
est une equivalence. 

On montre alors que les objets homotopiquement de presentation finie dans k—dg—alg sont 
exactement les objets equivalents a des retractes d'objets /-cellulaires finis (voir |To-Val] ). 
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2.2 Categories derivees 



Pour une /c-dg-algebre B, on definit la categorie des i?-dg-modules comme etant la categorie des 
modules a gauche dans C{k) sur le monoide B (voir [S-S]). Cette categorie sera notee B — Mod, 
et est munie de la structure de modeles pour laquelle les fibrations sont les epimorhismes et les 
equivalences sont les quasi-isomorphismes. 

Definition 2.1 La categorie derivee d'une k-dg-algebre B est la categorie homotopique de la 
categorie de modeles B — Mod. Elle est notee 

D{B) := Ho{B - Mod). 

La categorie de modeles B — Mod est stable au sens de jHoj §7], ainsi la categorie D{B) 
herite d'une structure naturelle de categorie triangulee (les triangles distingues etant les images 
dans D{B) des suites exactes de cofibrations dans B — Mod). 

Pour un morphisme de /c-dg-algebres B — > B' on dispose d'une adjonction de Quillen 

B' (^B- -B- Mod ^ B' - Mod : /, 

oil I'adjoint a droite / est le foncteur d'oubli. Ceci induit une adjonction au niveau des categories 
derivees 

i?' - : D{B) ^ D{B') : /, 

et comme precemment nous oublierons generalement de noter le foncteur /. Cette adjoint est 
de plus une equivalence de Quillen si le morphisme B — > B' est un quasi-isomorphisme (voir 

Rappelons que pour une categorie triangulee T et un objet X & T on note < X >C T 
la soiis-categorie triangulee epaisse (i.e. stable par facteurs directs) engendree par I'objet X 
(voir e.g. |Ne] ) . Par definition, < X > est la plus petite sous-categorie triangulee epaisse de T 
contenant X. 

Definition 2.2 La categorie derivee parfaite d'une k-dg-algebre B est definie par 

DparfiB) =<B>C D{B). 
Les objets de Dparf{B) seront appeles les i?-dg- modules parfaits. 

On rappelle que les i3-dg-modules parfaits possedent les proprietes suivantes. 

• Un objet de D{B) est parfait si et seulement s'il est compact au sens de jNej . De meme, 
un i?-dg-module est parfait si et seulement s'il est homotopiquement de presentation finie 
dans la categorie de modeles B — Mod. Ansi, un i?-dg-module est parfait si et seulement 
s'il est equivalent a un retracte d'un i?-dg-module /-cellulaire fini (voir |To-Valj pour plus 
de details). 

• Les i3-dg-modules sont stables par retractes, extension et decalage. 

• Lorsque B est une /c-algebre (non dg), les S-dg-modules parfaits sont exactement les 
complexes de B-modules quasi-isomorphes a des complexes bornes de i?-modules projectifs 
de type fini. 
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• Les objets parfaits sont stables par changement de bases: pour un morphisme de k-dg- 
algebres B — > B' le foncteur — B' envoie S-dg-modules parfaits sur S'-dg-modules 
parfaits. 

2.3 Lissite et proprete 

Pour deux fc-dg-algebres B et B' on peut former leur produit tensoriel B f^ik B' qui est encore 
une ^-dg-algebre. Cette construction peut se deriver a gauche en posant 

B B' := Q{B) <S)k B', 

ou Q est un foncteur de remplacement cofibrant dans k — dg — alg. Ce produit tensoriel derive 
est alors compatible avec la notion de quasi-isomorphisme et induit une structure monoidale 
symetrique 

— ®\ — : Ho{k — dg — alg) x Ho{k — dg — alg) — > Ho{k — dg — alg). 

Notons que cette structure monoidale est compatible avec celle sur la categorie D{k) = Ho{C{k)), 
dans le sens ori le diagramme suivant commute a un isomorphisme naturel pres 

Ho(k — dg — alg) x Ho{k — dg — alg) ^ Ho{k — dg — alg) 

D{k) X D{k) ^ D{k), 

ou les foncteurs verticaux sont les foncteurs d'oubli des structures d'algebres, et les foncteurs 
horizontaux sont les produits tensoriels derives — 0^ — . 

Pour une /c-dg-algebre B on considere B comme un dg-module sur B 0^ 5°^, ou le facteur 
B opere par multiplication a gauche et le facteur B"^ opere par multiplication a droite. Par 
ailleurs, le morphisme naturel Q{B) — > B induit un morphisme de A;-dg-algebres 

B B°P — > B (g)k B°P, 

ce qui permet de voir B aussi comme un B (E>\ i?°P-dg-module. On considere ainsi B comme un 
objet dans D{B ®^ B°p). 

Definition 2.3 Soit B une k-dg-algebre. 

1. La k-dg-algebre B est propre si B est parfait comme objet de D{k) (i.e. si le complexe de 
k-modules sous-jacent d B est parfait). 

2. La k-dg-algebre B est lisse si B est parfait comme objet dans D{B (S)]^ B°p). 

Remarque 2.4 1. II est important de remarquer que les notions precedentes de lissite et de 
proprete dependent du choix de I'anneaux de base k. 

2. Pour plus d'explication sur la terminologie de lisse et propre on renvoie a [Ko-Sot iTo-Val] . 
oti le lecteur trouvera aussi des exemples de telles dg-algebres. 
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Un resultat cle concernant les dg-algebres propres et lisses est le theoreme suivant, tire de 
|To-Valj . et dont la preuve, qui utilise la theorie homotopique des dg-categories, ne sera pas 
reproduite ici. Ce theoreme est a la base du theoreme de finitude que nous demontrerons au 
pargraphe 4. 

Theoreme 2.5 f /To- VaJ]/ ] Toute k-dg-algebre propre et lisse est homotopiquement de presentation 
finie. 

2.4 Dimension cohomologique des dg-algebres lisses 

Soit B une /c-dg-algebre cofibrante. On considere I'adjonction de Quillen 

B(^k--- C{k) ^B- Mod : f, 

ou / est le foncteur d'oubli. Comme B est cofibrante elle est plate, et ces deux foncteurs 
preservent les equivalences. En posant := [B — ) o /, cette adjonction definit un foncteur 

n^:B- Mod — > sB- Mod, 

oil 7^*(M) est I'objet simplicial defini par 

n,{M): A"P — > B-Mod 
[n] ^ ^°"(M). 

Pour tout M £ B — Mod, I'objet simplicial 7?.*(M) est augmente sur M, et n'est autre que la 
resolution simpliciale standard de M associee a I'adjonction precedente (voir [llj). En particulier, 
le morphisme induit 

\n^{M)\ := Hocolim[.r,]eA''p'^n{M) — > M 

est un isomorphisme dans D{B — Mod) pour tout i?-dg-module M. De plus, pour M G B — Mod, 
I'objet |7^*(M)| est naturellement equivalent a la colimite filtrante 

|7^,(M)| ~ Colimkm\Sqkn^{M)\, 

oil |S'gfc7^*(M)| est la colimite homotopique du diagramme TZ^.{M) restreint a la sous-categorie 
pleine C formee des objets [n] avec n < k. On obtient ainsi un isomorphisme dans 

D{B) 

ColimkeN\SqkTi*{M)\ ~ M. 

Soit maintenant B une A;-dg-algebre quelconque, et Q{B) — > B un modele cofibrant. Pour 
un i?-dg-module M, on pent considerer M comme un (5(i?)-dg-module et appliquer la construc- 
tion precedente. Cela nous fournit alors un isomorphisme dans D{Q{B)) 

Colimken\Sqkn^{M)\ ~ M, 

oh la resolution 1Z^{M) est calculee dans les (5(-B)-dg-modules. Comme —^q^^^B : D{Q{B)) — s- 
D{B) est une equivalence de categoric, nous considererons aussi cet isomorphisme dans D{B) 
(sans pour autant specifier le changement de bases — "Xig^^^ B). Nous mettons en garde le 
lecteur que I'objet |7?.,= (M)| dans D{Q{B)), vu comme un objet simplicial dans D{B) a I'aide 
du foncteur — ^ncn-, B n'est pas la resolution libre standard du i?-dg-module M en general. 



9 



Definition 2.6 1. Un dg-module sur une k-dg-algebre B est de dimension cohomologique 
inferieure a d € N si /e morphisme d' augmentation 

\Sqdn*{M)\ M 

possede une section dans D{Q{B)) ~ D{B). 

2. Un dg-module sur une k-dg-algebre est de dimension cohomologique infinie s'il n'est pas 
de dimension cohomologique inferieure d d pour tout d G N. // est de dimension coho- 
mologique finie sinon. 

3. Une k-dg-algebre B est de dimension cohomologique inferieure a d N si le B (8)^ B°^ -dg- 
module B est de dimension cohomologique inferieure a d. 

4- Une k-dg-algebre est de dimension cohomologique infinie si elle n'est pas de dimension 
cohomologique inferieure a d pour tout d E N. Elle est de dimension cohomologique finie 
sinon. 

Remarque 2.7 1. Commengons pas remarquer que la notion de dimension cohomologique 
d'une A;-dg-algebre B depend du choix de la base k (car B B°^ depend de cette base). 

2. II est facile de voir qu'un dg-module qui est de dimension cohomologique inferieure a d est 
aussi de dimension cohomologique inferieure a d' pour tout d' > d. De meme pour une 
/c-dg-algebre. 

3. Remarquons aussi que pour tout S-dg-module M on a 

M ~ Colimk^n\Sqkn^{M)\. 
Ainsi, si M est parfait il existe un entier A; > tel que le morphisme d'augmentation 

\Sqkn,{M)\^M 

possede une section dans D{B). Ceci montre qu'un tout dg-module parfait est de dimen- 
sion cohomologique finie. En particulier, une fc-dg-algebre lisse est toujours de dimension 
cohomologique finie. Reciproquement on pent voir qu'un S-dg-module M qui est parfait 
sur k et qui est de dimension cohomologique finie est aussi un S-dg-module parfait. Ainsi, 
une fc-dg-algebre propre est lisse si et seulement si elle est de dimension cohomologique 
finie. 

2.5 Dg-algebres, ^oo-Algebres et ^„-algebres 

Commengons par rappeler la notion d'operade dans une categorie monoidale symetrique (voir 
|Sp| ). Dans ce qui suit nous ne considererons que des operades "non-S" et unitaires, et les 
algebres sur ces operades seront toujours unitaires. D'apres |Sp| la categorie des operades 
Op{C{k)) dans la categorie des complexes de /c-modules est munie d'une structure de categorie de 
modeles pour laquelle les fibrations et les equivalences sont definis sur les complexes sous-jacents. 

On rappelle d'apres I'existence des operades et An au-dessus dans la categorie monoidale 
symetrique C{k). Rappelons, qu'en tant qu'operade dans les A;-modules gradues (i.e. en oubliant 
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la differentielle) Aoo est librement engendree par des operations //j G Aooii) de degres 2 — i. En 
utilisant les notations de [Maj on a 

Aoo =r(//2,At3,---,Ati,---)- 
La differentielle sur Aoo est alors definie par la formule suivante 

s=n—l 
i+j=ri+l,i j'>2 s=0 

L'operade est cofibrante pour la structure de modeles de |Sp| , et les algebres sur 
sont precisemment les ^oo-algebres au sens usuel (e.g. de [Kell iLe^ ). Dapres |Sp| , la categorie 
k — Aoo — alg, des algebres unitaires sur est munie d'une structure de categorie de modeles 
pour laquelle les fibrations et les equivalences sont definis sur les complexes sous-jacents. De 
plus, il existe un morphisme naturel d'operades p : Aoo — > Ass, oil Ass est l'operade des 
algebres associatives. Ce morphisme induit une adjonction de Quillen 

p\ : k — Aoo — clIq ^ k — dg — alg : p* 

qui s'avere etre une equivalence de Quillen. A travers ectte equivalence de Quillen nous identi- 
fierons souvent la theorie homotopique des fc-dg-algebres avec celle de /c-^oo-algebres, sans pour 
autant mentionner I'equivalence (hp\,p*). 

Pour un entier n > 2, on note An C Aoo la sous-operade engendree par les operations /li pour 
2 < i < n. Les operades An sont cofibrantes, et les algebres au-dessus de An sont precisemment 
les A„-algebres. Les morphismes d'inclusions i„ : An ^ Aoo induisent des adjonctions de 
Quillen 

{in)\ '■ k — An — alg ^ k — Aoo — o,lg : i^- 
Lemme 2.8 Le morphisme naturel 

HoColirrinAn > Aoo 

est une equivalence dans Op{C{k)). 

Preuve: Cela se deduit du fait que les colimites filtrantes sont aussi des colimites homo- 
topiques dans Op{C{k)), et du fait evident que ColininAn — Aoo- n 

Nous allons deduire du lemme [231 le resultat suivant. 

Proposition 2.9 Soient B et B' deux k-dg- algebres. Alors le morphisme naturel d'ensembles 
simpliciaux 

Mapk-dg~aig{B,B') Mapk-A^{p*{B),p*{B')) HolimnMapk-A^-aig{i*nP*{B),i*^p*iB')) 
est un equivalence. 
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Preuve: Le premier de ces morphismes est une equivalence car est une equivalence 

de Quillen. II nous faut done montrer que le second morphisme est aussi une equivalence. 

Pour une categorie de modeles M nous noterons |M| I'ensemble simplicial nerf de la sous- 
categorie des equivalences dans M. On considere alors les morphismes naturels 

\k — Aoo — CLlg\ Holimn\k — An — alg\ 

g 

\C{k)l 

oil les morphismes vers |C(/c)| sont induits par les foncteurs qui oublient les structures d'algebres 
et ne retiennent que les complexes sous-jacents. On utilise alors les resultats de |Rel] . ou plutot 
ses generalisations immediates au-dessus de C{k). D'apres |ReH Thm. 1.2.15], pour E G |C(A;)| 
un complexe, les morphismes induits sur les fibres homotopiques des morphismes q et r sont 
equivalents aux morphismes naturels 

Mapnp{r;{h))(Ar^,R End (E)) — > Holimr,Mapnp{n{h)) (An , R End (E) ) , 

oil M EncK E) est I'operade d'endomorphismes d'un modeles cofibrant pour E. D'apres le lemme 
12. 8|. ce dernier morphisme est un equivalence. On en deduit done que le morphisme 

\k — Aoo — cilgl — ^ Holimn\k — An — alg\ 

est une equivalence. 

Notons maintenant Mor{C{k)) la categorie de modeles des morphismes dans C{k) (munie 
par exemple de sa structure projective pour laquelle les fibrations et les equivalences sont definies 
sur les objets sous-jacents dans C{k)). La categorie de modeles Mor{C{k)) reste une categorie de 
modeles monoidale symetrique pour laquelle la structure monoidale est definie objets par objets 
dans M. On dipose done de categorie de modeles de et ^^-algebres dans Mor{C{k)), qui 
s'identifie aux categories de modeles Mor{k — Aoo — cilg) et Mor{k — An — alg). On pent done 
de nouveau appliquer |Rell Thm. 1.2.15] au-dessus de la categorie de base Mor{C{k)), et par 
le meme argument que ci-dessus on obtenir une equivalence de nerfs 

\Mor{k — Aoo — 0'^9)\ — > Holimn\Mor{k — An — CLlg)\. 

Pour terminer la preuve de la proposition 12.91 soient B et B' deux points dans \k — Aoo — o.lg\- 
On dispose d'un diagramme homotopiquement commutatif 

\Mor{k — Aoo — cLlg)\ ^ 1^ — Aoo — o-lgl X I A; — — CL^gl 

Holimn\Mor{k — An — 0'lg)\ — Holimn{\k — An — alg\ x \k — An — CLlg\), 

oil les morphismes horizontaux associent a un morphisme sa source et son but. Les morphismes 
verticaux etant des equivalences on en deduit une equivalence entre les fibres homotopiques de 
ti et de prises en le point {B,B'). Mais d'apres [Re2l Thm. 8. 3] ce morphisme induit sur les 
fibres homotopiques est equivalent au morphisme 

Mapk^Ao.~alg{B,B') HoHmnMapk-An-alg(iniB),iUB')). 
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Ceci termine la preuve de la proposition 12. 9i 



□ 



CoroUaire 2.10 Pour toute k-dg-algebre B (consideree aussi comme une k — Aoo-algebre) le 
morphisme naturel 

ColimrJL{in)\iniB) — ^ 

est une equivalence. 

Preuve: D'apres la proposition 12.91 pour tout B' £ k — dg — alg le morphisme naturel 

Mapk-dg-algiB,B') > Mapk-dg-alg{ColimnL{in)\i*n{B), B') 

~ HolimnMapk-dg-aig{Hin)\in{B),B') ~ HolimnMapk-A„~aig{in{B),in{B')) 

est une equivalence. Le lemme de Yoneda pour la categorie homotopique Ho{k — dg — alg) 
implique done que le morphisme ColimnL{in)\iniB) — B est un isomorphisme dans Ho{k — 
dg — alg) et done une equivalence. □ 



CoroUaire 2.11 Pour toute k-dg-algebre B qui est homotopiquement de presentation finie (e.g. 
propre et lisse), il existe un entier n tel que le morphisme 

Uin)\i*n{B) B 

possede une section dans Ho{k — dg — alg). 

Preuve: C'est une consequence immediate du corollaire l2.10l et de la definition d'etre homo- 
topiquement de presentation finie. □ 



3 Families quasi-compactes de dg-algebres propres et lisses 

On fixe un anneau commutatif de base k. 
3.1 Faisceaux quasi-compacts 

Notons k — Aff la categorie des foncteurs k — Aff"^ = k — CAlg — > Ens, de la categorie des 
fe-algebres commutatives vers celle des ensembles. Nous aurons aussi a considerer la categorie 
SPr{k — Aff), des objets simpliciaux dans k — Aff (c'est aussi la categorie des foncteurs 
k — CAlg — > SEns). La categorie SPr{k — Aff) est munie de sa structure de modeles 
projective niveaux par niveaux (i.e. fibrations et equivalences sont definies objets par objets au- 
dessus de A; — Aff, nous n'inlcuons pas la topologie de Zariski dans cette structure de modeles). 
On dispose d'un foncteur 

7ro:SPr{k-Aff)^k'^ff 

qui a F associe le prefaisceau A i— > 7ro(F(^)). Le foncteur ttq est adjoint a gauche du fonc- 
teur d'inclusion k — Aff — > SPr[k — Aff) qui voit un prefaisceau d'ensembles comme un 
prefaisceau d'ensembles simpliciaux constant dans la direction simpliciale. 
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Definition 3.1 Nous dirons qu'un foncteur F € k — Aff est quasi-compact s'il existe un 
schema affine X et un morphisme de prefaisceaux X — > F qui induise un epimorphisme sur 
les faisceaux associes pour la topologie de Zariski sur k — Aff. 

Remarque 3.2 Un morphisme de prefaisceaux F — > G qui induit un epimorphisme sur les 
faisceaux Zariski associes sera appele un epimorphisme Zariski local. 

En d'autres termes, le prefaisceau F est quasi-compact si ct seulement s'il existe unc A;-algebre 
commutative et un element x € F{Ao), tcls que pour tout A & k — CAlg et tout y G F{A), 
il existe des elements oi, . . . , a„ G ^4 avec ^ Oj = 1, et des morphismes Ui : Aq — > A[a^^], avec 
Ui{x) = fi{y) dans F{A[ai]''^), ou fi : A — > A[a~^] est le morphisme canonique. 

Le lemme suivant fournit deux procedes pour verifier qu'un prefaisceau est quasi-compact. 

Lemma 3.3 1. Soit F — ^ G un morphisme dans k — Aff. On suppose que G est quasi- 
compact et que pour tout schema affine X et tout morphisme X — > G le prefaisceau 
F xq X est quasi- compact. Alors F est quasi- compact. 

2. Soit F et G deux prefaisceaux simpliciaux sur k — Aff 

F,G:k- Aff°P — > SEns, 

et f : F — > G un morphisme. On suppose que le prefaisceau 'Kq{F) est quasi- compact, et 
que pour tout schema affine X et tout morphisme X — > G le prefaisceau 'Kq^F X) est 
quasi- compact. Alors le prefaisceau itq{F) est quasi-compact. 

3. Soit F un prefaisceau tel qu'il existe un schema quasi-compact X et un epimorphisme 
Zariski local X — > F, alors F est quasi-compact. 

Preuve: (1) On choisit un epimorphisme Zariski local X — > G, avec X un schema afiine. 
Par hypothese on pent choisir un epimorphisme Zariski local Y — ^ F Xq X avec Y un schema 
affine. Le morphisme compose Y — > F xq X — > F est un encore un epimorphisme Zariski 
local, car compose dc deux epimorphismes Zariski locaux (on utilise ici que les epimorphismes 
Zariski locaux sont stables par compositions et changement de bases). 

(2) Pour tout schema affine X et tout morphisme X — > G, le morphisme naturel 

7ro(Fx^X) ^7ro(F) x,„(g) X 

est un epimorphisme de prefaisceaux, et en particulier un epimorphisme Zariski local. Par 
hypothese 'Ko{F x^X) est quasi-compact, et ainsi le prefaisceau 'Kq{F) x^^(^q^ X est aussi quasi- 
compact. On pent alors appliquer le point (1) au morphisme 7ro(-F) — > t^q{G). 

(3) Le schema est reconvert par un nombre fini d'ouverts Zariski affines Ui. On pose 
U .= W^j^U (coproduit pris dans les schemas), qui est un schema affine. Alors, le morphisme 
compose U — > X — ^ F est un epimorphisme Zariski local. □ 
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Definition 3.4 Soit G £ Af f un prefaisceau. 

1. Une famille d'objets dans G est un sous-ensemble T C G{k). 

2. Une famille T d'objets de G est quasi-compacte s'il existe un sous-prefaisceau quasi- 
compact F <Z G tel que J- C F{k). 

Remarque 3.5 II est important de noter que la propriete de quasi-compacite depend d'un 
prefaisceau ambient G. En general si G C G' est une inlcusion de prefaisceaux, une famille J- 
d'objets dans G pent tout a fait etre quasi-compacte comme famille d'objets dans G' mais pas 
comme famille d'objets dans G. Par exemple, on pent prendre pour G un schema affine qui 
n'est pas de type fini sur fc, pour G' un ouvert non quasi-compact de G et ^ := G'{k). La 
famille est quasi-compacte dans G' car G' est un schema affine, mais n'est en general pas 
quasi-compacte dans G. 

3.2 Caracterisation des families quasi-compactes de dg-algebres propres et 
lisses 

Pour tout A £ k — CAlg, nous noterons dga{A) I'ensemble des classes d'isomorphismes dans 
la categoric Ho{A — dg — alg). Pour un morphisme A — > A' dans k — GAlg, le foncteur de 
changement de bases A' ®^ — : Ho{A — dg — alg) — > Ho{A' — dg — alg) induit une application 

dga{A) — > dga{A'). 

Ceci definit un prefaisceau dga (z k — Aff. Nous definissons aussi dg — alg^'^ d dg — alg comme 
etant le sous-prefaisceau des dg-algebres propres et lisses. 

Definition 3.6 1. Une famille de /c-dg-algebres propres et lisses est une famille d'objets 
dans le prefaisceau dg — alg^'^ (i.e. un sous- ensemble de I'ensemble des classes de quasi- 
isomorphismes de k-dg-algebres propres et lisses). 

2. Une famille T de k-dg-algebres propres et lisses est quasi-compacte si elle Vest comme 
famille d'objets de dg — alg^'^ (au sens de la definition \3.4\) . 

En termes plus explicites: une famille de fc-dg-algebres propres et lisses T est quasi-compacte 
s'il existe A € k — CAlg et Bq une A-dg-algebre propre et lisse sur A, tels que pour tout B £ J^, 
il existe des elements fi, ■ ■ ■ , fn ^ k, avec ^ /j = 1, et des morphismes A — > k[f~^], tels que 

B(S,lk[fr^]c^Bo(S,lk[f-^] 

pour tout i (il s'agit d'isomorphismes dans Ho{k[f~^] — dg — alg)). On voit en particulier que 
lorsque k est un anneau local, on peut prendre n = 1 et /i = 1. On dispose dans ce cas d'un 
^-dg-algebre Bq propre et lisse sur A, tel que tout B £ T soit de la forme Bq ®\ k pour un 
certain morphisme A — > k. 

Pour enoncer notre theoreme de caracterisation des families quasi-compactes de /c-dg-algebres 
propres et lisse nous introduisons la notion de type d'une fc-dg-algebre propre. 



15 



Definition 3.7 1. Un type est une application v : Z — ^ N qui est nulle en dehors d'un 
intervalle fini (i.e. a support fini). 

2. Soit V un type et A un anneau commutatif. Nous dirons qu'un complexe parfait E G 
Dparf{A) est de type u (relativement a A) si pour tout corps K et tout morphisme 
d'anneaux A — >■ K on a 

DimKH\E K) < v{i) 'ii^TL. 

3. Soit V un type et A un anneau commutatif. Nous dirons qu'un A-dg-algebre propre B est 
de type v si son complexe sous-jacent est de type v. 

Le theoreme suivant caracterise les families quasi-compactes de dg-algebres propres et lisses 
comme les families dont les types et les dimensions cohomologiques sont bornes. 

Theoreme 3.8 Soit T C dg ~ algP'\k) une famille de k-dg-algebres propres et lisses. Alors, T 
est quasi- compacte si et seulement s'il existe un type v et un entier d tels que les deux conditions 
suivante soient satisfaites. 

1. Toute dg-algebre B e !F est de type v (relativement a k). 

2. Pour toute dg-algebre B & J^, il existe G k avec '}2 fi = 1> tels que chaque 
B k[ff^] soit de dimension cohomologique inferieure a d (relativement a k[f~^]). 

La demonstation de ce theoreme va prendre un certain temps, et nous y consacrons la fin 
de cette section. La necessite de la condition est facile et est laissee au lecteur. Nous nous 
concentrerons sur la suffisance. 

Soit v : "Z — > N un type. Pour toute A;-algcbrc commutative A € k — CAlg, notons £u{A) 
le sous-ensemble de I'ensemble des classes d'isomorphismes de Dparf{A), forme des complexes 
parfaits et de type u (sur A). Pour un morphisme A — > B dans k — CAlg, on dispose d'un 
changement de base 

B^\-: DparfiA) DparfiB). 

Ce foncteur preserve les objets de type v. On obtient done une application 

B^\- -.S^iA) ^S^{B), 

qui permet de voir A S,y{A) comme un objet de k — Aff. 

Lemme 3.9 Le prefaisceau En est quasi- compact. 

Preuve: Notons £ le prefaisceau sur k — Aff qui a ^ G k — CAlg associe I'ensemble des classes 
d'isomorphismes d'objets dans Dparf{A). Notons X E: k — Aff qui a A associe I'ensemble des 
complexes de A-modules 

Jljii+i — 1^ ^rif 1^ ^ni_i > ... ^ 
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avec < nj < ^{i) pour tout i. II est facile de voir que X est represente par une reunion disjointe 
finie de schemas affines, dont les composantes parametrisent les complexes pour lesquels les rii 
sont tous fixes. On dispose d'un morphisme de prefaisceaux 

X — >£ 

qui a un complexes de ^4- modules comme ci-dessus associe sa classe d'isomorphisme dans Dparf{A). 
II est facile de voir que ce morphisme se factorise a travers le faisceau associe 

X -a(X) 




(on remarquera que le foncteur £ : k — CAlg — > Ens commute avec les produits finis, et done 
Hom(WXi^£) ~ Hom{a{WXi),£), pour toute famille finie de schemas affines Xi). II est clair 
que le morphisme X — > £ se factorise par £y C £. Enfin, il nous reste a remarquer que le 
morphisme induit 

X^£^ 

est un epimorphisme Zariski local. En effet, pour tout anneau local {A,m), et tout complexe 
parfait E G D{A) avec DiniA/mH^iE ®\ A/m) < il existe un complexe de ^-modules 

libres P*, avec rang{P^) < et un quasi-isomorphisme P* — > E. □ 

On continue de se fixer un type v. Pour A £ k — CAlg, on note J-v{A) le sous-ensemble 
de dga{A) formee des A-dg-algebres propres et de type v. Cela definit un sous-prefaisceau 
!Fy C dga. 

Lemme 3.10 Le prefaisceau Tv est quasi- compact. 

Preuve: Nous allons appliquer le lemme 13.31 au morphisme naturel 

qui a une dg-algebre ne retient que son complexe sous-jacent. Pour cela, on definit deux 
prefaisceaux simpliciaux T_y et £_j^ de la fagon suivante. 

Pour A € k — CAlg, on considere la categoric wA — dg — alg^, dont les objets sont les 
vl-dg-algebres cofibrantes, propres de type i^, et dont les morphismes sont les equivalences de A- 
dg-algebres. Pour A A' un morphisme dans k — CAlg, on dispose d'un foncteur de changement 
de bases 

A' ®A — ■ wA — dg — algl — > wA' — dg — alg^. 

Ceci permet de voir A ^ wA — dg — alg^ comme un pseudo-foncteur k — CAlg — > Cat. A 
equivalence pres, ce pseudo-foncteur se rectifie en un foncteur strict k — CAlg — > Cat. En 
composant avec le foncteur nerf N : Cat — > SEns on obtient le prefaisceau simplicial T^. Par 
definition, ZiuiA) est naturellement equivalent au nerf de la categoric wA — dg — alg^, ce qui 
implique en particulier qu'il existe un isomorphisme de prefaisceaux tto{^^) ~ 
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De meme, pour A € k — CAlg, on considere la categorie wC{A)'^, dont les objets sont les 
complexes de ^-modules cofibrants, parfaits de type z^, et dont les morphismes sont les quasi- 
isomorphismes. Pour A A' un morphisme dans k — CAlg, on dispose d'un foncteur de 
changement de bases 

A'^A--- wC{A)l wC{A')l- 

Ceci permet de voir A i— > 'wC{A)'^^ comme un pseudo-foncteur k — CAlg — > Cat. A equivalence 
pres, ce pseudo-foncteur se rectifie en un foncteur strict k — CAlg — > Cat. En composant avec 
le foncteur nerf : Cat — > SEns on obtient le prefaisceau simplicial £_^. Par definition, £_^{A) 
est naturellement equivalent au nerf de la categorie wC{A)1,, ce qui implique en particulier qu'il 
existe un isomorphisme de prefaisceaux 'Ko{£_y) ^ 

Enfin, il existe un morphisme de prefaisceaux simpliciaux 

T > £ 

qui oublie la structure de dg-algebre. En appliquant les lemmes 13.31 et 13.91 on voit qu'il suffit 
alors de montrer que pour tout schema affine X = Spec A, et tout morphisme X — > £_^, le 
prefaisceau t^o{T_^ X) est quasi-compact. 

—V 

On considere '7ro(£j^ X) comme un prefaisceau sur k — Aff/X ~ ^ — CAlg. D'apres 
[ReH Thm. 1.2.15], ce prefaisceau se decrit de la fagon suivante. Le morphisme X — > £_^, 
correspond par le lemme de Yoneda a un complexes de j4-modules E, cofibrant et de type v, que 
Ton pourra supposer etre strictement parfait (i.e. un complexe borne de ^-modules projectifs 
et de rangs finis). Alors, pour tout A' £ A — CAlg, on a un isomorphisme naturel 

M^u xi X){A') ~ 7To{Mapop{C{k)){Aoo,End{E) A'), 

oil MapQp(^(j(^j^-^^ designe I'espace des morphismes dans la categorie des operades au-dessus de la 
categorie monoidale C{k), et oii End{E) est I'operade dans C{A) des endomophismes de I'objet 
E. Or, comme I'operade A^o est cofibrante, et que toutes les operades dans C{k) sont fibrantes, 
le morphisme naturel 

Homop{c(k)){^oo,End{E) ®a A') — > Tro{Mapop(c{k)){-^oo, End{E) ®a A')) 

est surjectif. Pour terminer la preuve du lemme 13.101 il nous suffit de remarquer que le fonc- 
teur A' \—f H omQp(^c (k)) {A.OO, End{E) iSia A') est representable par un schema affine (ce qui se 
deduit facilement du fait que E est un complexe borne de ^-modules projectifs de rangs finis). □ 

Lemme 3.11 Soit A £ k — CAlg, B E A — dg — alg une A-dg-algebre propre et M et N deux B- 
modules parfaits sur A. Soit TisiM, N) le prefaisceau sur k — Aff/Spec A qui a A' £ A — CAlg 
associe V ensemble des morphismes M(^\A' — N (^\A' dans la categorie Ho{B 0\A' — Mod). 
Alors, 7iB{M, N) est quasi-compact. 

Preuve: On pent commencer par supposer que B est une j4-dg-algebre cofibrante. De meme, 
on supposer a que M est un S-module cofibrant. 

Sous-lemme 3.12 // existe un B-dg-module P qui soit un complexe borne de A-modules pro- 
jectifs de rangs finis, et un isomorphisme dans Ho[B — Mod), P N . 
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Preuve du sous-lemme: Choissisons un complexe borne de A-modules projectifs libres et de 
rangs finis P et un quasi- isomorphisme u : P — > N. On factorise u en 

i p 
P N' N 

avec j une cofibration triviale dans C{A) et p une fibration triviale dans C{A). On considere 
End (p), la vl-dg-algebre des endomophismes du diagramme de complexes de A-modules p : 
N' N. Par definition, on a 

End (v) := End (N') X Hom (N',N) End (N). 

On remarquera que le morphisme naturel 

End iv) — > End (N) 

est un une fibration triviale de vl-dg-algebres. Comme B est cofibrante, le morphisme B — > 
End (N) qui determine la structure de i?-dg-module sur se releve a un morphisme B — > 
End (p). En d'autres termes, il existe une structure de 5-dg-module sur A^' tel que le morphisme 
p : N' — > N soit une equivalence. Ceci montre que Ton peut remplacer N par N' est done 
supposer que le morphisme u est une cofibration triviale de complexes de ^d-modules. 
Le morphisme 

/ : End(u) — > End(N) 

est alors une equivalences de A-dg-algebres. Ainsi, comme B est cofibrante le morphisme a : 
B — > End (N) se releve en un morphisme P : B — > End (u) a homotopie pres. Solent T^{B) 
un objet cylindre pour B et 

h : T^{B) — > End(N) 

une homotopie entre / o /? et a. Le morphisme induit B — > End (u) — > End (P) determine 
une structure de i?-dg-module sur P. Le morphisme h determine lui une structure de T^{B)-dg- 
module sur le complexe A^, et par les deux morphismes naturels B ^ T^{B), il determine aussi 
deux structures de S-dg-modules sur le complexe A^ (nous noterons A^i et A'^2 les deux i?-dg- 
modules correspondants) . Le premiere de ces structures, disons A''!, est la structure que Ton s'est 
initialement donnee sur A^. La seconde, N2, est une structure de S-dg-modules tel que le mor- 
phisme u : P — > A'2 soit un morphisme de S-dg-modules. Enfin, Comme les deux morphismes 
B ^ r^(i?) sont des equivalences qui possedent la projection naturelle T^{B) — > B comme 
retraction en commun, les deux objets A^i et A'2 sont isomorphes dans Ho{B — dg — Mod) 
(les deux foncteurs Ho{T'^{B)) ^ Ho{B — Mod) sont des quasi-inverses du meme foncteur 
— (gi^-^^^^ B). Ainsi, P est finalement isomorphe a Ni = N dans Ho{B — dg — mod). □ 

On revient a la preuev du lemme 13.111 En utilisant le sous-lemme 13.121 on supposera done 
de plus que A^ est un complexe borne de A-modules projectifs et de rangs finis. On considere 
alors le prefaisceau HomsiM, N), qui k A' A — CAlg associe I'ensemble des morphismes 
de -B-dg-modules M — > N ®a A' . Comme le complexe sous-jacent a A^ est un complexe 
borne de A-modules projectifs de rangs finis, le foncteur HomB{M, N) est representable par un 
schema affine. Enfin, comme M est cofibrant et que tout S-module est fibrant, le morphisme 
HoniBiM, N) — > HsiM, N) est un epimorphisme de prefaisceau. Ceci montre que ?iB{M,N) 
est quasi-compact. □ 
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Lemme 3.13 Soient A £ k — CAlg, B £ A — dg — alg une A-dg-algebre propre, M et N deux 
B-modules parfaits sur A et f,g : M — > N deux morphismes de B-dg-modules. Soit £Q{f,g) 
le sous-prefaisceau de Spec A qui a A' £ k — CAlg associe le sous-ensemble de X[A') forme des 
morphismes A — > A' tels que les deux morphismes 

f (g)^ A',g®\ A' : M A' ^ N 0\ A' 

soient egaux dans la categorie Ho{B A' — Mod). Alors, £Q{f,g) est quasi- compact. 

Preuve: La preuve suit le meme principe que celle du lemme 13.111 et uitilise elle aussi le 
sous- lemme 13.121 

On peut supposer que B est cofibrante, que M est cofibrant, et de plus d'apres le sous- 
lemme [3.12l que est un complexe borne de j4- modules projectifs et de rangs finis. Soit r^(M) 
un objet cyclindre pour le -B-dg-module M. On considere alors HomB{f,g), le prefaisceau sur 
k — Aff/SpecA qui a A' £ A — CAlg associe I'ensemble des morphismes u : T^{M) — > Ni^aA', 
tels que les deux morphismes induits 

M ^ r^(M) — > N'S)aA' 

soit egaux a / (g)^ A' et g (^a A' . Le foncteur HoniBif, g) est representable par un schema affine 
au-dessus de X. De plus, le morphisme naturel 

HomB{f,g) — > X 

a £Q{f,g) pour image. Ainsi, le prefaisceau £Q{f,g) est quasi-compact. □ 



Lemme 3.14 Soient A £ k — CAlg, B £ A — dg — alg une A-dg-algebre propre et d > un 
entier. Soit Xu^d le sous-prefaisceau de X = Spec A, qui a A' £ k — CAlg associe le sous- 
ensemble de X{A') forme des morphismes A — > A' tels que B 0^ A' soit lisse et de dimension 
cohomologique inferieure a d (relativement a A'). Alors, Xn^d est quasi- compact. 

Preuve: On considere B comme un B 0^ i?°P-dg-module, et on lui applique la constuction 
de sa resolution libre standard de §2.4 (on peut pour simplifier supposer que B est cofibrante). 
On considere alors le morphisme de B (g^ S''^'-dg-modules 

p:N:= \Sqd^,{B)\^ B. 

Notons F le prefaisceau simplicial sur k — Af f / Spec A qui k A' £ A — CAlg associe I'ensemble 
des morphismes s : M — > N ®\ A' de Ho{B ®\ B°^ — Mod) tels que po s = id (toujours dans 
Ho{B (g)^ B°P — Mod)). Le morphisme naturel F — > X = Spec A a clairement pour prefaisceau 
image Xn^d- L)e plus, les lemmes [3. 1 II et [3. 131 impliquent que F est quasi-compact. Ainsi, Xn^d 
est quasi-compact. □ 

Preuve du theoreme \3.8[ Notons J^^^d le prefaisceau sur k — Af f qui a A associe I'ensemble 
des classes d'isomorphismes de A-dg-algebres B dans Ho{A — dg — alg) qui sont propres et lisses 
et qui verifient les deux conditions suivantes 
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1. i? est de type v (relativement a A). 

2. II existe ai,... ,a„ G A avec = 1, tels que chaque B ®a ^[q^j"^] soit de dimension 
cohomologique inferieure a d (relativement a ^[a~^]). 

II s'agit bien entendu de montrer que le prefaisceau Ty^d est quasi-compact. 

Le prefaisceau T^^d est un sous-prefaisceau de considere dans le lemme 13.101 Soit 
X = Spec A — > Tv un epimorphisme Zariski local. Ce morphisme correspond a une A-dg- 
algebre B propre et de type v. Par le lemme 13.141 Xu^d-, le lieu ou B est lisse de dimension 
cohomologique inferieure a d est quasi-compact. De toute evidence, le morphisme Xu^d — ^ 
se factorise par Ty^d-, et le morphisme induit X^^d — ^ ^v,d est un epimorphisme Zariski local. 
Ceci termine la preuve du theoreme. □ 



4 Le theoreme de finitude homotopique 

Nous arrivons enfin au theoeme de finitude homotopique qui s'ennonce comme suit. 

Theoreme 4.1 Soit k un anneau commutatif. Soient v un type (i € N. Alors, il existe un 
entier n{v, d) qui verifie les deux proprietes suivantes. 

1. Pour toute k-dg-algebre B propre et lisse, de type v et de dimension cohomologique inferieure 
d d, il existe des elements /i, . . . , G k avec fi = let tels que pour tout i les mor- 
phismes naturels 

possede une section dans Ho{k[fj^^] — dg — alg). 

2. Pour deux k-dg-algebres B et B' propres et lisses, de type v et de dimension cohomologique 
inferieure d d, il existe des elements /i, . . . , G k avec fi = let tels que pour tout i 
les morphismes d' ensembles simpliciaux 

Map^^f-.^^,^_^^^{B®,k[f7\B'®,k[fr^\)^Map,^^^^^ 

possedent des retractions dans la categoric Ho(SEns). 

Avant d'attaquer la preuve du theoreme nous en deduisons le coroUaire suivant. 

CoroUaire 4.2 Soit k un anneau local commutatif. Pour tout type v e tout entier d > 0, il 
existe un entier n{v, d) qui verifie les conditions suivantes. 

1. Pour toute k-dg-algebre B propre et lisse, de type v et de dimension cohomologique inferieure 
a d, les morphismes naturels 

Hin(u4))\^*n{u4)^B) > B 

possede une section dans Ho{k — dg — alg). 
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2. Pour deux k-dg-algebres B et B' propres et lisses, de type v et de dimension cohomologique 
inferieure d d, les morphismes d' ensembles simpliciaux 

Mapf_,^_,,^{B,B') Mapr-^^^^^^_„,^(z:(,,,)(i3),C(.,,)(i3')) 
possedent des retractions dans la categorie Ho(SEns). 

3. Deux k-dg-algebres B et B' de type v et de dimension cohomologique inferieure a d sont 
isomorphes dans Ho{k — dg — alg) si et seulement si les An(u,d)-(^^'9^bres in[ud)(B) 
i*n(jjd)^B') sont isomorphes dans Ho{An(u,d) — dg — alg). 

4.1 Petit detour par la "nouvelle geometrie algebrique courageuse" 

Pour ce paragraphe on se fixe un anneau commutatif k. 

Soit Hk — Mod la categorie de modeles des if/j-modules dans les spectres symetriques au 
sens de |Ho-S-S] . On munira Hk — Mod de sa structure de categorie de modeles stbale et positive 
de [Si]. Le smash produit de spectres symetriques induit une structure monoidale symetrique 
— ^Hk — sur Hk — Mod qui en fait une categorie de modele monoidale verifiant I'axiome du 
monoide. Enfin, on notera Hk — CAlg la categorie des monoides commutatifs dans Hk — Mod 
(i.e. des i7A;-algebres commutatives). D'apres |Slj elle est munie d'une structure de categorie de 
modeles pour laquelle les fibrations et les equivalences sont definies dans Hk — Mod. De meme, 
nous noterons Hk — Alg la categorie des monoides dans Hk — Mod (i.e. des /c-algebres) . Elle 
est elle aussi munie de sa structure de modeles pour laquelle les fibrations et les equivalences 
sont definies dans Hk — Mod. On sait qu'il existe une chaine d'equivalences de Quillen entre 
Hk — Alg et k — dg — alg (voir [S2|). On identifiera les categories homotopiques Ho{Hk — Alg) et 
Ho{k — dg — alg) a travers cette equivalence, ainsi que les ensembles simpliciaux de morphismes 
correspondant. 

Notons Hk — Af f la categorie opposee a Hk — CAlg, et SPr{Hk — Aff) la categorie 
des foncteurs Hk — CAlg — > SEns. Nous munirons SPr{Hk — Af f) de sa structure de 
modele projective niveaux par niveaux pour laquelle les equivalences et les fibrations sont definies 
niveaux par niveaux au-dessus des objets de Hk — CAlg. Pour une Hk-aXghhre commutative 
A € Hk — CAlg, on pose 

RSpecA : Hk - CAlg — > SEns, 

qui a B & Hk — CAlg fait correspondre I'ensemble simplicial des morphismes de Q{A) dans 
R{B) {Hk — CAlg est une categorie de modeles simpliciale) 

(RSpecA) := Hom (Q(A).R(B)). 

oil Q et R sont des foncteurs de remplacement cofibrant et fibrant dans Hk — CAlg. Ceci definit 
un foncteur au niveau des categories homotopiques 

RSpec : Ho{Hk - CAlg)"^ — > Ho{SPr{Hk - Aff)). 
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Le lemme de Yoneda pour la categories de modeles (voir e.g. |HAGI] ) implique que WSpec est 
un foncteur pleinement fidele. 

Un objet dans I'image essentielle du foncteur MSpec sera dit affine. Comme le foncteur 
MSpec commute avec les limites homotopiques et qu'il est pleinement fidele, on voit qu'un fonc- 
teur Hk — CAlg — > SEns qui est limite homotopique d'affines est lui-meme affine. 



Definition 4.3 Un foncteur F : Hk — CAlg — > SEns est homotopiquement de presentation 
finie si pour tout systeme filtrant d'objets {Aa} dans Hk — CAlg, le morphisme naturel 

HocolimaF{Aa) — ColimaF{Aa) — > F{HocolimaAa) 

est une equivalence. 

Soit maintenant B et B' deux fc-dg-algebres propres. On les voit a travers I'equivalence 
Ho{k — dg — alg) ~ Ho{Hk — Alg) comme des Hk-sdghhies. On definit alors un foncteur 

Eq{B, B') : Hk - CAlg — > SEns, 

qui k A Q Hk — CAlg associe 

Eq{B, B'){A) := Hom"^,,_Aig{Q{B) Auk A, R{Q{B') Ank A)), 

oil Q et i? sont des foncteurs de remplacement cofibrant et fibrant dans Hk — Alg. Ce foncteur 
sera considere comme un objet dans Ho{SPr{Hk — Aff)). 

Lemme 4.4 Le foncteur Eq{B, B') est affine. 

Preuve: La preuve de cette proposition se fait en deux etapes. On commence par considerer 
un foncteur auxiliaire 

Hom{B, B') : Hk - CAlg — > SEns, 
qui a A € Hk — CAlg associe 

Hom{B, B'){A) := HomHk-Aig{Q{B), R{Q{B')AHkA)) = HomHA-Mg{Q{B)AHkA, R{Q{B')AHkA)). 

Ainsi, le foncteur Eq{B,B') est un sous-foncteur de Honi{B, B'). 

Commengons pas montrer que Hom{B, B') est affine. Pour cela, on ecrit B comme une 
colimite ColimnBn, oii pour tout entier n il existe un carre cocartesien dans k — dg — alg 

Bn ^ Bn-\-l 



UiSkini) ^UiDkin^ + l), 

oil le coproduit est pris sur I'ensembles des paires (n^, /), avec rij € Z et / : Sk{ni) — > Bn est un 
morphisme (voir |Hol §2]). Dans ce cas, le foncteur Hom{B, B') est equivalent a la limite homo- 
topique HolimnHom{Bn, B'). Pour tout n on dispose de plus d'un diagrmme homotopiquement 
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cartesien 

Hom{Bn+i,B') Hom{Bn+i,B') 



Ui Hom{Dk{n, + l),B') Jli Hom{Sk{ni), B'). 

Comme les objets affines sont stable par limites homotopiques il nous suffit de verifier que 
pour un entier n les objets Hom{Dk{n), B') et Hom{Sk{n), B') sont affines. Comme Dk{n) est 
equivalente a A;, on a Hom{Di^{n), B') ~ MSpecHk. La /c-dg-algebre Sk{n) est fibre engendre 
par un eiement en degre — n, on a pour tout A G Hk — CAlg 

Hom{Sk{n),B'){A) ~ MapHk^Mod{Hk,B' A[-n]). 

Notons {B')^ := M Hom (B\ Hk) le Hk-modi\\e duaf (derive) de B' (notons que comme B' est 
propre, il est fortement dualisable comme Hk-module, voir [HAGIIj pour la notion de fortement 
dualizable). Considerons Aq la i7/c-algebre commutative libre engendree par {B')'^[n\. Par 
dualite, on a pour A G Hk — CAlg 

iRSpecAo){A) ~ MapHk-Mod{{B'y[n], A) ~ Mapnk-ModiHk, B' A^^^ A[-n]). 

Le foncteur Hom{Sk{n), B') est done isomorplie dans Ho{SPr{Hk — Aff)) a E^SpecAo. 

L'equivalence WSpec Aq ~ Hom{B, B') definit un morphisme de ^o-algebres u : Q{B) Ank 
Aq — > R{Q{B') Auk ^o) ■ Notons K la fibre liomotopique de ce morphisme dans Ho{Aq — Mod). 
Le sous-foncteur 

Eq{B,B') C Hom{B,B') ~ RSpecAQ 

est tel que pour tout A G Hk—CAlg, Eq{B, B'){Aq) est le sous-ensemble simplicial de Mapuk-CAigi-^a-, ^) 
forme des morphismes v : A — > Aq tels que K /^Aq ~ *. Comme les A:-modules B et B' sont 
parfaits, le sous-foncteur Eq{B, B') est affine de la forme RSpec [Aq)k (voir [HAGIIt §1.2.10]). □ 

Lemme 4.5 Si B et B' sont propres et lisses alors le foncteur Eq(B, B') est homotopiquement 
de presentation finie. 

Preuve: Soit {Aa} un systeme filtrant dans Hk — CAlg de colimite liomotopique A = 
Hocolima. On considere le carre commutatif 

ColimaEq{B, B'){Aa) ^ Eq{B, B'){A) 



ColimaHom{B, B'){Ao,) ^ Hom{B, B'){A). 

Par definition, les morphismes verticaux induisent des isomorphismes sur les vrj pour z > et 
des injections sur les ttq. De plus, B etant homotopiquement de presentation finie on a 

ColimaHom{B,B'){Aa) ~ ColimaMapHk-AigiB , B' A^A^) ~ Mapnk-AigiB , HocoliniaB' A\Aa) 

~ MapHk~Aig{B,B' a\ (HocolimM) - MapHk-Aig{B, B' a\ A) ~ Hom{B , B'){A). 
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Ainsi, on en deduit que le morphisme horizontal du haut induit des isomorphismes sur les vTj 
pour z > et une injection sur ttq. II nous reste a voir que ce morphisme est aussi surjectif sur 
les ttq. Soit u : B A ^ B A^^ A un isomorphisme dans Ho{A — Alg). Notons v un inverse 
de u dans Ho{A — Alg). Comme 

[B' A^;, A, B A^fc A] ~ Colimc.[B' A^^^ A^, B A^^ A^] 

il existe un a tel que u et v soit defini sur A^ (nous noterons ces morphismes et Va dans 
Ho{Aa — Alg)). De plus, on a tif = id dans [B' A^^. A, B' A^^^ A\. Or, comme nous I'avons vu 
ci-dessus on a 

[B' A^fc A, B' A^fc A\ ~ Colim^[B' a\j, A^,B' A^^ 

Ainsi, on pent choissir a. de sorte a ce que u et f soit definis sur Aq,^ et de plus UaVa = id. De 
meme, on trouve que Ton peut choisir a de sorte a ce que de plus VaUa = id. Ainsi, Ua est un 
isomorphisme dans Ho{Aa — Alg). Ceci termine la preuve du lemme. □ 

CoroUaire 4.6 Soient B et B' deux k-dg-algebres propres et lisses. Alors il existe un entier n 
tel que pour tout A ^ k — CAlg le morphisme d'ensemhles simpliciaux 

Map'^_,g_^i^iB ®l A, B' A) Mapf_^_^,^(C(B) ®l A, il{B') A) 

possede une retaction dans Ho{SEns). 

Preuve: Nous avons vu que le foncteur Eq(B, B') est affine et homotopiquement de presentation 
finie (voir Lem. 14.41 et 1431) . De meme, on peut definir un foncteur Eqn{B, B'), qui a A 
Hk - Alg associe IIorn]L[j._j(^_i^ig{Q{i'^{B)), R^Q^i^^^B')) AfjkA)). On laisse le soin aux lecteurs 
de generaliser les constructions precedentes des algebres associatives aux algebres sur une operade 
dans Hk — Mod. En particulier, de fagon tout a fait analogue au lemme 14.41 on montre que 
Eqn{B,B') est affine. Notons Aq € Hk - CAlg tel que RSpecAo ~ Eq{B,B'). De meme, 
notons An £ Hk — CAlg tel que WSpecAn ^ Eqn{B, B'). D'apres la proposition 12.91 on a 

Eq{B,B') ~ HolimnEqn{B,B'), 

et done, comme le foncteur MSpec est pleinement fidele, on a 

Aq ~ HocolininAn. 

Enfin, comme Eq{B,B') est homotopiquement de presentation finie, Aq est homotopiquement 
de presentation finie dans Hk — CAlg, et done il existe un entier n tel que le morphisme naturel 
An — > A possede une section dans Ho{Hk — CAlg). Ainsi, 

Eq{B,B') ~ RSpecA — > Eqn{B,B') ~ RSpecAn 

possede une retraction dans Ho{SPr[Hk — Aff)). En prenant les valeurs sur A G Hk — CAlg 
on trouve que le resultat annonce. □ 
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4.2 Preuve du theoreme 

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer notre theoreme I4.1i 

Fixons un type v et un entier d > 0. D'apres le theoreme 13.81 il existe une /c-algebre com- 
mutative Aq et une A-dg-algebre Bq propre de type hsse et de dimension cohomologique 
inferieure a d qui verifie la conditions suivante: pour toute /c-dg-algebre B propre, hsse et de 
dimension cohomologique inferieure a d, il existe des elements fi, ■ ■ ■ fm S k, et des morphismes 
^0 — *■ k[f~^] tel que BQ^\^k[f~^] et B (S)kk[f~^] soient isomorphes dans Ho{k[f^^] — dg — alg) 
(pour tout i). 

On considere Ai := Aq Aq, et deux ^i-dg-algebres 

Bi := Bo (8)^„ {Ao (g)fc ^o) B2 := {Ao 0fc Aq) (^X B. 

D'apres le corollaire I2.1H et le corollaire 14.61 on salt qu'il existe un entier n{v,d) qui verifie 
les deux conditions suivantes. 

1. Le morphisme 

L(z„)!i* (Bo) — > Bq 
possede une section dans Ho{Aq — dg — alg). 

2. Pour tout A Ai — CAlg, le morphisme 

Map'^_,g_^ig{B^ A,B2 ®\ A) Map'^_^^_^i^{iUBi) (8)% ^,^(^2) 0\ A) 
possede une retaction dans Ho{SEns). 

La propriete semi-universelle du couple {Aq,Bq) rappelee plus haut implique alors le point 
(1) et la seconde partie du point (2) du theoreme (celle concernant les Map^'^). Cela dit, le point 
(1) du theoreme implique aussi la premiere partie du point (2) a I'aide de I'equivalence 

Mapk-Ar.-alg{in{B),i*n{B')) ^ M apk-dg-alg{Hin)\in{B) , B') . 

Ceci termine la preuve du theoreme 14.11 □ 

En corollaire de la preuve precedente on voit que I'entier n{v, d) pent etre choisi independant 
du I'anneau k. En effet, si X = Spec A — > ^v,d,i un epimorphisme Zariksi local, oil J^u^,!. G 
Z — Af f est defini comme dans la preuve du theoreme 13. 81 mais pour k = 'L. Alors, le morphisme 
induit X x Spec k — > ^u^^i x Spec k est encore un epimorphisme Zariski local dans k — Af f ~ 

Z — Af f / Speck. Or, Fy^d.i x Speck est le prefaisceau defini dans la preuve du theoreme 13. 8[ 
Ainsi, le couple {Aq, Bq) utilise en debut de preuve du theoreme 14. II ci-dessus pent etre choisi de 
la forme {A (g)^ k, B (g)^ {A ®i k)), pour B une certaine A-dg-algebre propre et lisse. La version 
finale du theoreme de finitude homotopique est alors la suivante. 

Theoreme 4.7 Soient v un type d S N. Alors, il existe un entier n[v, d) tel que pour tout 
anneau commutatif k les deux proprietes suivantes sont satisfaites. 



26 



1. Pour toute k-dg-algebre B propre et lisse, de type v et de dimension cohomologique inferieure 
d d, il existe des elements fi, ■ ■ ■ , fn € k avec J2i fi = ^^t tels que pour tout i les mor- 
phismes naturels 

possede une section dans Ho{k[fj^^] — dg — alg). 

2. Pour deux k-dg-algehres B et B' propres et lisses, de type v et de dimension cohomologique 
inferieure d d, il existe des elements fi, ■ ■ ■ , fn £ k avec ^ ^ fi = let tels que pour tout i 
les morphismes d' ensembles simpliciaux 

Map^^f-.^_,^_^,^{B®kk[f-\B'^,k[fr^])^M 

^<U-^^-d,-ai,^B^^^'^f^\B'^ 

possedent des retractions dans la categoric Ho{SEns). 

References 

[Ho] M. Hovey, Model categories^ Mathematical surveys and monographs, Vol. 63, Amer. Math. 
Soc, Providence 1998. 

[Ho-S-S] M. Hovey, B. Shipley, J. Smith, Symmetric spectra, J. Amer. Math. Soc. 13, (2000), 
No. 1, 149-208. 

[II] J.-L. Illusie, Complexes cotangents et deformation /, Lecture Notes in Mathematics 239, 
Springer- Verlg, 1971. 

[Kel] B. Keller, A brief introduction to Aoo-algebras, notes d'expose accessible a 
http:/ /www. math. jussieu.fr/ keller/ publ/i ndex.html 

[Ke2] B. Keller, On differential graded categories, pre-publication accessible a 
http:/ /www. math. jussieu.fr/ keller/ publ/i ndex.html 

[Ko-So] M. Kontsevich, Y. Soibelman, Notes on A-infinity algebras, A-infinity categories and 
non- commutative geometry, pre-publication math.RA/060624. 

[Lef] K. Lefevre-Hasegawa, Sur les Aoo-categories, these, 2003, pe-publication 
math.CT/ 0310337 . 

[Ma] M. Markl, Homotopy algebras are homotopy algebras. Forum Mathematicum 16 (2004), 
129-160. 

[Ne] A. Neeman, Triangulated categories, Annals of math, studies 148, Princeton University 
Press, NJ, 2001, viii-F449 pp. 

[Rel] C. Rezk, Spaces of algebra structures and cohomology of operads, these accessible a 
http://www.math.uiuc.edu/ rezk/ 



27 



[Re2] C. Rezk, A model for the homotopoty theory for homotopy theory, Trans, of the Amer. 
Math. Soc. 353, 073-1007. 

[SI] B. Shipley, A convenient model for commutative ring spectra, Contemp. Math. 346 (2004), 
473-483. 

[S2] B. Shipley, HZ-algebra spectra are differential graded algebras, pre-publication accessible a 
http:/ /www. math. uic.edu/ bshipley/ 

[S-S] B. Shipley, S. Schwede, Algebras and modules in monoidal model categories, Proc. London 
Math. Soc. (3) 80 (2000), 491-511. 

[Sp] M. Spitzweck, Operads, Algebras and Modules in Model Categories and Motives, these 
accessible a http://www.uni-math.gwdg.de/spitz/ 



[Tol] B. Toen, Higher and derived stacks: a global overview, pre-publication Imath. AG / 0604504 



[To2] B. Toen, Anneaux de definitions des dg-algebres propres et lisses, pre-publication accessible 
sur http://www.picard.ups-tlse.fr/ toen/prepub.html 

[To-Val] B. Toen, M. Vaquie, Moduli of objects in dg-categories, a parraitre aux Annales de 
TENS. 



[To-Va2] B. Toen, M. Vaquie, Au-dessous de SpecZ, pre-publication math. AG/0509684 



[HAGI] B. Toen, G. Vezzosi, Homotopical algebraic geometry I: Topos theory. Adv. in Math. 
193 (2005), 257-372. 

[HAGII] B. Toen, G. Vezzosi, Homotopical algebraic geometry H: Geometric stacks and appli- 
cations, pre-publication math. AG /0404373 1 a parraitre dans Memoires of the AMS. 



28 



